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En este trabajo presentamos un modelo versátil para estudiar diferentes procesos de ionización, 
partiendo de una molécula hidrogenoide 02D confinada en una anillo cuántico toroidal doble. El 
tamaño de la sección transversa es considerado muy pequeño en comparación con las dimensiones 
laterales del anillo cuántico para separar las variables radial y angular en el Hamiltoniano del 
sistema  utilizando el procedimiento bien establecido de la aproximación adiabática (AA). La 
energía total de la molécula 02D  como función de la separación entre impurezas donadoras y el 
radio externo se calculó considerando el efecto de campos externos: magnéticos y de presión 
hidrostática.  Las características más sobresalientes de la molécula artificial 02D , está asociado con 
el hecho de que  la energía de disociación y la longitud de equilibrio dependen fuertemente de los 
parámetros geométricos y de los campos externos. Incrementando el radio externo es posible llevar 
a cabo la transición 02 2D D e
   . Un segundo proceso de ionización 02D D D
    se obtiene 
fijando la primera impureza y variando gradualmente la posición de la segunda. Los resultados 
obtenidos son consistentes con los reportados en la literatura a pesar de que el programa 
computacional es bastante simple. 
 
 















In this work it is considered a versatile model to study different ionization process starting from a 
diatomic homonuclear hydrogenic molecule 02D  confined in double concentric quantum donut. The 
quantum donut cross section is considered very narrow in order to decouple the radial and angular 
variables in the  02D  Hamiltonian by the well known adiabatic approximation (AA). The quantum 
donut total energy as a function of the outer center quantum donut radius and the donor-donor 
separation is calculated. The most salient features such as dissociation energy and equilibrium 
length are strongly dependents of quantum donut geometrical parameters and external perturbative 
fields. By increasing the quantum donut outer center line radius is possible to understand a first 
molecular ionization process 02D D D
   . A second molecular ionization process
0
2D D D
    is carried out by fixing the first donor and gradually moving away the second one. 
The results are in good agreement with the previously reported in the literature in spite of the 
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En las últimas décadas, los avances en las técnicas  de crecimiento  de nanoestructuras 
semiconductoras  de alta calidad hechas en InAs/GaAs, por la técnica bien establecida de Stranski-
Krastanow [1] o de crecimiento autoensamblado; y la habilidad  para incorporar impurezas 
donadoras o aceptoras  directamente en la red mediante un proceso controlado [2], han dado lugar 
a una de las contribuciones más importantes del desarrollo de las heteroestructuras 
semiconductores como materiales electrónicos, permitiendo tener heterojunturas tipo p-n y una 
variedad de moléculas artificiales 02 2, , ,D D D D
  
 similares a los complejos moleculares
2 2, , ,H H H H
   respectivamente. Estos hechos han motivado el desarrollo de una buena cantidad 
de trabajos experimentales [3] y teóricos sobre propiedades ópticas, magnéticas  y de transporte en 
puntos cuánticos de diferentes morfologías. 
Cuando una impureza se introduce en una nanoestructura,  el  estudio de las propiedades ópticas y  
electrónicas  es diferente a su respectivo comportamiento  en el volumen [4], dado que las energías 
de enlace presentan una fuerte dependencia del potencial de confinamiento, el cual puede conllevar 
a la pérdida de uno, dos o los tres grados de libertad para los portadores de carga según se confinen 
en un pozo, hilo o punto cuántico. Esta característica es muy relevante en el manejo de la 
estabilidad química de las moléculas artificiales; de ahí que el conocimiento del tipo de 
confinamiento al que está sometido un portador, sea motivo  de investigación por muchos 
experimentalistas a través de la combinación de técnicas de: microscopía de fuerza atómica 
(AFM), microscopía electrónica de transmisión (TEM), espectroscopía de fotoluminiscencia (PL) 
y microscopía electrónica de barrido (SEM) entre otras. 
De la variedad de  puntos cuánticos, aquellos en forma de anillo [4,5], han atraído 
significativamente la atención de muchos investigadores;  dado que en  su morfología toroidal, la 
presencia del cráter central; permite que al ser cargados con un exceso portadores, y  atravesados 
por un campo magnético perpendicular al plano del anillo,  los portadores orbiten en una 
trayectoria cerrada alrededor del flujo magnético, haciendo posible  observar interesantes 
fenómenos de interferencia tales como: efecto Aharonov-Bohm [7], el cual consiste de oscilaciones 
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periódicas en los niveles de energía y corrientes persistentes [8]. Estos fenómenos son 
consecuencia directa de la forma que adopta la función de onda en anillos cuánticos aislados, la 
cual causa periodicidad en todas las cantidades físicas. 
La solución a la ecuación de Schrödinger  para sistemas de pocos electrones en sistemas 
nanométricos es un campo abierto, dado que la interacción Coulombiana lleva asociada una mezcla 
de coordenadas y una solución analítica no es posible. Varios esquemas computacionales 
aproximados han sido implementados para obtener los niveles de energía más bajos en anillos 
cuánticos cargados con pocos electrones y huecos, en función del tamaño del punto cuántico y la 
morfología, considerando ambas: sección transversa  homogénea  y no homogénea [9], [10]. Los 
métodos explorados son el de Montecarlo [11] y Diagonalización matricial [12]. Sin embargo, en 
muchos de estos trabajos  el tamaño de la sección transversa del TQR se deja de lado y se modela 
como un sistema bidimensional o el potencial se aproxima a un potencial parabólico  por facilidad  
de cálculo [13].  El requerimiento computacional en memoria y procesamiento para cada uno de 
los métodos mencionados anteriormente es bastante alto. 
En este trabajo presentamos un método aproximado empleando la aproximación adiabática (AA), 
para problemas de dos electrones en anillos cuánticos semiconductores bajo la presencia de 
campos externos magnético y de presión hidrostática. En el  modelo empleado se retoma la  idea 
desarrollada por Born Oppenheimer para sistemas atómicos  [16], lo cual nos permite  desacoplar 
el problema de autovalores para dos electrones en anillos toroidales concéntricos, en  dos 
componentes: una radial (coordenada rápida) y una azimutal o coordenada lenta. La solución al 
problema se compone de ambas contribuciones. Con el modelo mencionado estudiamos los 
aspectos más relevantes que tienen   la forma  de la sección transversa y el tamaño del anillo 
cuántico  sobre los niveles de energía más bajos en anillos cuánticos concéntricos dobles (figs. 3.1 
y 4.1) de sección  transversa cuadrada y circular, cargados con dos electrones y en presencia de dos 
impurezas donadoras sobre el eje de simetría, lo cual constituye un sistema 02D  fuertemente 
confinado. Adicionalmente hacemos especial énfasis en el comportamiento de las energías de 
disociación y longitudes de equilibrio de las moléculas artificiales, las cuales son  objeto de estudio  
cuando se varían parámetros geométricos o la intensidad de los campos externos, esto con el 
propósito de darnos una idea de cuál es el  orden   de magnitud en que se da el cambio en relación 





El trabajo acá presentado está organizado en la siguiente forma: En el primer capítulo una 
introducción a los sistemas de baja dimensionalidad, destacando su relevancia  como átomos 
artificiales. En el capítulo 2, se hace un desarrollo general del modelo empleado a lo largo  de esta 
tesis para obtener los niveles de energía en anillos cuánticos con topología toroidal cargados con 
dos electrones. En el capítulo 3,  se analizan las posibles transiciones moleculares a partir de un 
sistema   
  fuertemente confinado en anillos concéntricos de InAs, variando únicamente 
parámetros geométricos tales como el radio externo y el tamaño de la sección transversa. Es decir, 
se establece la dependencia de los autovalores de energía con el tamaño del anillo cuántico y la 
posición de las impurezas donadoras. 
Teniendo en cuenta algunos resultados experimentales sobre semiconductores en campos de 
presión externa, para ponderar las variaciones en las propiedades físicas del cristal de InAs tales 
como la masa efectiva, la contante dieléctrica y el parámetro de red. 
 En el capítulo 4, se considera un sistema    
   confinado en un anillo cuántico concéntrico de 
sección  transversa cuadrada inmerso en un en un campo de presión hidrostática y se calcula la 
energía total y el potencial efectivo en función del tamaño del anillo cuántico. 
El capítulo 5, se dedica a los mismos sistemas moleculares del capítulo 3, bajo los efectos del 
campo magnético, con el ánimo de conocer la dependencia de las energías de disociación con este 
campo externo, y mirar el papel que juegan los términos diamagnético y paramagnético cuando el 
tamaño del anillo cuántico aumenta.  
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2. Modelos y métodos 
Un estudio realista de las propiedades de correlación de pocos electrones en anillos cuánticos 
dentro de un campo magnético uniforme, debe considerar la altura, dado que los experimentos han  
confirmado  un espesor apreciable [5], y por lo tanto, este parámetro constituye un grado de 
libertad adicional en el estudio de los niveles energéticos más bajos en sistemas de pocos 
electrones fuertemente confinados. El modelo acá desarrollado es susceptible de reproducir los 
resultados cuasi-exactos para dos electrones en anillos unidimensionales [14][15] en los casos 
límites donde la altura tiende a cero. 
 
Consideramos  el Hamiltoniano para un sistema de  dos electrones  en presencia de un campo 
magnético perpendicular  B , confinados por el  potencial ( , )V z (coordenadas cilíndricas), el 
cual se ha tomado como cero en el interior del QD e infinito por fuera  para simplificar el hecho de 
que se presenta un cambio abrupto en la brecha de energía  de la heterojuntura semiconductora con 
la cual se forma el QD. Dado que el potencial de interacción en un cristal es complejo por el 
número de interacciones electrostáticas a considerar entre los electrones y los diferentes centros 
atómicos, empleamos la aproximación de masa efectiva [16], bajo la cual la ecuación de 
Schrödinger independiente del tiempo para un electrón libre puede ser aplicada con la introducción 
de un parámetro de masa efectiva *em , el cual da cuenta de las interacciones del portador de carga 
con los centros atómicos del cristal. 
   
 
2 2 2 22
2
* * * 2
1 2
( , )
8k eek e e k e
ie B e B
H V
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En la ecuación  (1) el primer término  2k   representa la energía cinética del electrón k , el segundo 
y tercero son los términos paramagnético y diamagnético respectivamente. Donde d  es la 
separación inter-electrónica, la cual mezcla los ángulos k  para los electrones, por lo cual (2) es un 
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problema no separable. Para la  molécula de hidrógeno natural en presencia de un campo 
magnético uniforme, el diamagnetismo atómico es de poco peso en comparación con el 
paramagnetismo, dado que el radio atómico es tan  sólo del orden 1Amstrong ( 1010 m ). En el 
caso de las moléculas artificiales objeto de  estudio en este trabajo, desde un punto de vista clásico 
la proyección de la órbita del electrón k-ésimo sobre el plano perpendicular a la dirección del 
campo magnético es modificada a voluntad y se puede encontrar una competencia entre ambos 
términos, como se evidencia en los capítulos posteriores. 
 
El problema de auto-valores (1) es re-escalado y presentado en su versión adimensional (2). Donde 


























   como unidades de energía, longitud, masa e 
intensidad de campo magnético respectivamente. Este escalamiento de unidades se hace necesario 
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   
22 2 1/2
1 2 1 2 2 1 2 1( 2 cos θ θ )d z z          
   
2.1 Aproximación Adiabática (AA) 
 
La aproximación de Born-Oppenheimer [17] se puede usar  cuando la coordenada de un sistema 
rápido está relacionada con la coordenada de un sistema lento a través de un término de interacción 
electrostática. El ejemplo más común para esta situación se evidencia a escala atómica donde el  
núcleo es mucho más masivo que los  electrones  y, por lo tanto si R  es el conjunto de 
coordenadas nucleares y r  el conjunto de coordenadas electrónicas, las cuales están relacionadas 
por el término de interacción Coulombiana, el problema se resuelve tomando  R  como un 
parámetro y resolviendo el Hamiltoniano asociado a  la coordenada  rápida r ; posteriormente se 
descongela el conjunto de coordenadas R , y las energías para las coordenadas electrónicas entran 
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en el Hamiltoniano efectivo para las coordenadas nucleares como un término de energía potencial 
efectiva; la solución al problema son los autovalores asociados al Hamiltoniano efectivo. 
 
Empleando la idea desarrollada anteriormente y basados en los resultados  experimentales, donde 
se ha encontrado  que el radio medio en anillos cuánticos autoensamblados  de  InAs/GaAs está en 
el rango de 10-70nm,  y las dimensiones de la sección transversa alrededor de los 2nm [5], 
procedemos a desacoplar el movimiento electrónico en dirección radial del movimiento electrónico 
a lo largo de la coordenada angular. Para validar esta propuesta  consideramos  el cambio de 
variable    k kR x  k  , siendo k k kx z     la posición del portador de carga  en la sección 
transversa para una coordenada angular dada  y kR 1 2( , )R R   el radio  vector desde el  origen de 
coordenadas al radio medio del anillo cuántico.  
 
 
Figura 2. 1: (a) Sistema Bielectrónico en un QR, (b) Coordenadas en la sección  transversa 
 
En el Hamiltoniano (2) el término que  corresponde a la energía cinética de los portadores  de 








k k k k k kz

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   
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   
 (3) 
Considerando el cambio de variable (2) y (3) se reescriben  como:  
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De modo que el Hamiltoniano total  puede escribirse  como si estuviera compuesto de dos 
términos: uno lento  lH  y otro rápido sH  así: 
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Dado que ( , )k k kR x z  y como consecuencia del  principio de incertidumbre de Heisenberg la 
energía cinética en la sección transversa es mayor que a lo largo de la coordenada angular. Dentro 
de esta aproximación  el problema presentado en (4) corresponde a un Hamiltoniano bi-particular 
donde se  puede visualizar como  una  partícula liviana que se mueve a lo largo de la sección 
transversa  y la otra  partícula  pesada se mueve a lo largo de la coordenada azimutal. 
2.2 Coordenadas relativa y de centro de masa 
 
Dado que la energía potencial de interacción  para lH  (4), es función únicamente de la coordenada 
relativa 2 1( )    , para encontrar una solución se reescribe 
ˆ  lH en términos de la coordenada 
de centro de  masa 2 2 2 21 1 2 2 1 2) ( ) (R R R R    y relativa  , en la forma Θ lH H H  [18]. De 
esta manera encontramos una partícula con término de  masa hipotética 2 21 21 R R  sometida a 
ningún potencial de interacción y una partícula con término de masa hipotética 2 2 2 21 2 1 2)(R R R R
sometida al potencial de interacción   efU  . En consecuencia podemos resolver el modelo (1) 
como un sistema de partículas no interactuantes.  
En el marco de la AA,  
ΘH  describe el movimiento de una partícula en el centro de masa del 
sistema, moviéndose a lo largo del radio medio del TQR, lo cual de entrada representa una energía 
puramente rotacional   alrededor del eje de simetría.  
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 Θ 0Ξ(M,m,s) Ξ 2Ξ Ξ   
Los valores esperados definidos por los corchetes angulares están  dados  por  las ecuaciones en 
(6), donde las  0
ig  corresponden  a: funciones de Bessel de orden cero para sección transversa 
circular ya que se toma el estado más bajo, y funciones senos o cosenos para   sección transversa 
cuadrada, es decir 0
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   (7)
  
El potencial efectivo efU  se construye numéricamente para valores de la coordenada relativa o 
interna entre 0 y 2 ,  a través de una rutina de spline cúbico y la ecuación trascendental (5) se 
resuelve empleando el método de barrido trigonométrico [19], el cual aprovecha la paridad de efU  
(Fig. 4.2) y por lo tanto el de la función de onda asociada para definir las condiciones de frontera y 
obtener los autovalores de energía Ξ  para la coordenada relativa. 
 
Los autovalores para el Hamiltoniano de centro de masa 
ΘH  se obtienen analíticamente, usando el 
hecho de que    Θ ΘΘ Ξ ΘH   , con  Θ   satisfaciendo la condición de periodicidad 
   Θ Θ 2π   , cuyas soluciones son bien conocidas y están dadas por ondas planas de la 
forma:  
   ΘΘ iMMA e   (8) 
Donde   MA es la constante de normalización y   el conjunto de los enteros positivos y negativos 
 0, 1, 2...m    . 
 










      

 (9) 
El primer término en la ecuación (8) corresponde a la energía de un rotador rígido y los términos 
segundo y tercero son el resultado de la interacción con el campo magnético externo, y representan 
respectivamente las componentes  diamagnética y paramagnética. La energía total del sistema se 
escribe como la suma de las energías relativa y de centro de masa, y  depende de los números 
cuánticos (M, m, s) asociados al movimiento de centro de masa, a la coordenada relativa y a la 
paridad de la función de onda (estado singlete-triplete) respectivamente dado que el potencial de 








3.Transiciones moleculares inducidas por 
variaciones geométricas  
 
3.1 Eficiencia del modelo empleado 
El sistema en consideración  es una molécula artificial bi-hidrogenoide homo-nuclear  del tipo  
0
2D ,  en la cual los electrones están confinados en un punto cuántico  concéntrico  de anillo doble  
con radios medios         sección transversa circular de radio regular      de tal forma que se 
cumpla la condición           ,  adicionalmente se han localizado dos impurezas donadoras 
con carga e  sobre el eje de simetría en  las posiciones 1(0,0, )ξ  y 2(0,0, )ξ




Figura 3.1: Molécula Hidrogenoide homonuclear 02D  alineada entre Dos anillos cuánticos 
concéntricos de sección transversa circular. 
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El Hamiltoniano del sistema (fig. 3.1)  corresponde al desarrollado en el capítulo 2 (sistema 
bielectrónico) pero adicionalmente se incluyen las interacciones entre electrones y donadoras por 
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Donde el potencial efectivo ahora  incluye los términos te interacción atractiva electrón-donador: 
2
1 2 1 2
0 0 0 0
12 12 1 1 2
1 1 1 1
( )ef
k k k





    
   

  (11) 
Los autovalores de energía  corresponden a la suma de las energías relativa y de centro de masa:  
 
Θ 0Ξ(M,m,s) Ξ 2Ξ Ξ   (12) 
 
Con el propósito de verificar la confiabilidad de nuestros resultados, se han obtenido las energías  
para varios estados del complejo molecular 02D , en el límite cuando la separación entre impurezas 
1 2 ξ ξ ξ  es lo suficiente grande, asumiendo que estas se han localizado en forma simétrica 
respecto al origen de coordenadas (Tabla 3.1).  
 Molécula Hidrogenoide   
  alineada entre dos anillos toroidales          
   
            
   



















 0,0,0E  
7.712 - 0.260 -0.056 0.007 0.041 0.070 0.077 
 1,1,1E   
8.414 - 0.258 - 0.054 0.010 0.043 0.072 0.079 
 0,2,1E  
8.434 - 0.238 - 0.034 0.030 0.064 0.092 0.099 
 2,0,0E 
 
7.778 - 0.252 - 0.048 0.016 0.049 0.078 0.085 
Tabla 3.1: Comparación  entre la energía del 02D   Homonuclear  con los reportados en la  
referencia [21], para un sistema bielectrónico confinado en un doble anillo cuántico toroidal. 
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A partir de la tabla 3.1 puede verse como a medida a medida que se va variando la separación entre 
impurezas se da una fuerte competencia entre un término de interacción atractivo (donador-
electrón) y de repulsión electrón-electrón. Para valores de separación entre impurezas menores que 
     se evidencia la primacía de la interacción atractiva, esto se debe a que en promedio los 
electrones están más cerca de los centros de carga positivos fijos. No obstante  cuando las 
impurezas se localizan a distancias mayores de      , la energía se torna positiva lo cual pone de 
manifiesto la primacía del término de interacción entre electrones. Sin embargo el aspecto más 
sobresaliente de esta tabla es la gran similitud que existe entre los valores correspondientes al 
sistema de dos electrones [21] que se listan en la última columna y los obtenidos en este trabajo 
para separación entre impurezas de       (antepenúltima columna). Este hecho constituye una 
prueba indirecta de que los resultados obtenidos son correctos y por ello podemos ahora analizar 
otro tipo de situaciones con la certidumbre de que estos estarán bien soportados por el modelo. 
Adicionalmente comparamos nuestros resultados con los de un ión negativo D confinado en tres 
nanoestructuras diferentes: anillo cuántico toroidal [22], hilo cuántico [23],y punto cuántico 
esférico[24]. Esta comparación se hace dado que el modelo considerado es versátil para analizar 
estos casos de interés.  Cuando la posición de la segunda impureza donadora tiende a infinito (
2   ) y los electrones se encuentran en dos anillos cuánticos  con 1 2R R , el complejo 
molecular 02D  evoluciona a un D
  con los dos electrones dentro  del mismo anillo cuántico 
toroidal [22].  
La  energía de enlace de la dona cuántica como una función del radio medio se presenta en la  Fig. 
3.2. La energía de enlace se obtiene restando la energía del sistema final donde un electrón se ha 
llevado al infinito menos la energía del sistema inicial        0bE D E D E e E D     , 
donde  0E D  y  E e  corresponden al estado base del centro neutro 0D  y el electrón sin los 
términos de interacción Coulombiana respectivamente.   E D  es la energía del ion D  en una 
anillo cuántico toroidal. Nuestros resultados se obtuvieron para diferentes valores de sección 
transversa ( *00.2, 1 .0, 1 .2 tR a ) y posteriormente se compararon con los reportados en la 
referencia [22]. Los  resultados presentan buena concordancia para todos los valores del radio 
medio 2R . Sin embargo  están por encima de los presentados en la referencia [22] para valores del 
radio medio mayores que  *02 a , este hecho era de esperarse ya que en al anillo los portadores están 
más confinados que en un hilo cuántico [23], sin embargo se puede evidenciar un comportamiento 
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similar . Acorde a la referencia [22] la comparación para un ion D  en un una dona cuántica y un 
 D en un hilo cuántico  es válida para *2 01.0R a , condición para la cual la morfología de ambos 
sistemas se hace similar. 
 
 
Figura 3. 2: Energía de enlace en función del radio medio para diferentes valores del tamaño de la 
sección transversa. Nuestro trabajo (línea sólida) es comparado con: ( )bE D
      
-  en una dona 
cuántica [22] y ( )bE D
     
-  en un hilo cuántico[23]. 
 
Adicionalmente se ha obtenido la energía de enlace  para el ion D  confinado en  un QHT 
(volumen igual a 32 R ) y graficado en la Fig. 3.3. Un QHT se obtiene  a partir de un dona cuántica 
cuando el radio medio y el tamaño de la sección transversa se hacen comparables. Este cálculo se 
hizo para determinar el alcance de la AA y comparar con los resultados previamente obtenidos para 
un D confinado en un punto cuántico esférico[24](volumen igual a 332 R ) usando aproximación 
variacional. La aproximación se hizo considerando el SQD como un caso particular de un QHT. 
Ref 22 
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Figura 3. 3: Comparación  de la energía de enlace ( )bE D
  para el  D  confinado en un QHT y 
UN SQD[24]. 
 
De la Fig. 3.3 es posible concluir que el comportamiento de las energías de enlace para un D
confinado en un QHT (línea sólida) y un SQD (línea punteada), presentan el mismo 
comportamiento cuando el radio incremente entre 1 y 10 *0a . Ambos resultados son altamente 
sensibles al tamaño de la nano-estructura, y se puede evidenciar que  a medida que aumenta el 
radio medio de la dona, menor es la energía de enlace.  Es interesante notar que las energías de 
enlace para el QHT son siempre menores que para el SQD ya que los electrones están más 
confinados en las donas que en el punto cuántico esférico. Sin embargo al incrementar el radio 
medio de la dona, esta discrepancia se hace cada vez menor. La discrepancia en la energía de 
enlace está asociada una mayor reducción del espacio para el ión D   en un QHT que en un SQD. 
Las diferencias entre las energías de enlace bE obtenidas  fueron  0.146, 0.098, 0.083, and 0.062
*
yR  para 
*
0/ aR  igual a 7, 8, 9, and 10, respectivamente. 
También calculamos la energía de enlace para el ion  D  b QHTE D   para un radio de 18 *0a  la 
cual es igual a 0.0520 *yR , siendo este el valor el  obtenido en la referencia [24] para b SQDE D
  
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con un radio de 15 *0a . El valor de  0.0520
*
yR  es apenas   0.0002
*
yR  mayor que 0.0518 
*
yR el cual 
corresponde a la energía de enlace para el D  en el volumen [25]. En consecuencia el 
comportamiento asintótico correcto para un D en un QHT también fue garantizado. Probada la 
eficiencia del modelo trabajado, se procede a calcular  la energía total del 02D  como una función 
de la separación entre impurezas    1 2     y el radio externo. Los resultados se presentan en 
las figuras 3.4-3.6. De estas curvas es posible analizar el papel de los parámetros geométricos  en 
un DCQD  sobre posibles transiciones moleculares: 02 2D D e
    y 02D D D
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3.2 Transiciones desde el complejo molecular  
   al   
  y 
   
 
En la fig. 3.4 se  presenta  la evolución de la energía para el 02D  en función de la separación entre 
impurezas para  tres valores diferentes del radio externo: *2 01.4R a (fig. 3.4(a)), 2.0
*
0a (fig. 3.4 
(b)) y 10 *0a (Fig. 3.4(c)). La  fig. 3.4(d) corresponde al complejo molecular 2D
 . Este complejo está 
formado por un electrón moviéndose  en una anillo cuántico toroidal  de radio *1 01R a  y 
eléctricamente ligado por las dos impurezas donadoras fijas. La curva (3-4e) corresponde  a la 
energía total para la molécula actual de hidrogeno 2H . 
 
Figura 3. 4: Energía total para el complejo molecular  02D  en función del radio externo, para tres 




0a (c). Adicionalmente se presentan el 2D

artificial (d) y la molécula actual de Hidrogeno  2H (e).  
 
Las  tres curvas (a-c) en la fig. 3.4 presentan un mínimo, el cual determina la longitud de equilibrio 
( e ) de estas moléculas artificiales, y la energía en ese punto corresponde a la energía de 
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disociación  ( dE ). Las curvas de energía para el 
0
2D  y la molécula de hidrógeno natural 2H   
presentan un comportamiento similar y los valores de energía dE  son significativamente 
diferentes, debido al fuerte confinamiento en los anillos cuánticos toroidales. Los valores para 
( , )d eE   obtenidos de la Fig.3.4 son iguales a: 
* *
0(1.35 ,3.09 )ya R (Fig. 3.4(a)),
* *
0(1.51 ,2.73 )ya R
(Fig3.4 (b)), * *0(1.65 ,2.03 )ya R (Fig3.4 (c)) para 
*
2 01.4 ,R a
*
2 02.0R a  y
*
2 010R a  
respectivamente. Estos valores indican que a menor radio externo 2R menor longitud de equilibrio 
y mayor  energía de disociación. Los valores de ( , )d eE  son esencialmente diferentes al 
correspondiente valor experimental * *0(1.37 ,2.33 )ya R  para el caso de la molécula libre de 
hidrógeno natural  2H [26](e). 
Los valores de e y dE  para el complejo molecular 2D
  fuertemente confinado en una anillo 
cuántico toroidal calculados fueron 1.65 *0a  y 1.86
*
yR . Comparando estos valores con los 
experimentales *01.06e a   y  
*1.195d yE R  
para el ion 2H

 [26], es posible inferir que la 
estabilidad del complejo molecular artificial  2D
  incrementa en aproximadamente un 55% como 
consecuencia del fuerte confinamiento. 
Al comparar las energías de disociación para los complejos moleculares 2H  y 2H
   en un espacio 
tridimensional  * *2 23 32.33 , 1.95d y d yD DE H R E H R
  , y en un espacio bidimensional 
 * *2 22 26.5 , 3d y d yD DE H R E H R
  [27], hacen posible asumir que la dimensión para las 
moléculas artificiales 02D (
*2.33d yE R ) y 2D
 ( *1.86d yE R ) en las donas cuánticas tratadas en 
este trabajo  corresponden a una dimensión fraccional entre 2 y 3. 
Otra característica importante puede ser inferida cuando el radio medio externo para el complejo 
molecular 02D  crece entre 1.4
*
0a  y 10
*
0a . En consecuencia cuando el radio externo es igual o 
mayor a 10 *0a  el segundo electrón está lo suficientemente alejado del primer electrón en la anillo 
cuántico interno  y de las donadoras ubicadas sobre el eje de simetría, razón por la cual la 
interacción Coulombiana del segundo electrón con el resto del sistema es pequeña en comparación 
con los demás términos presentes en la ecuación (10).  Para grandes valores de 2R , el 
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Hamiltoniano para el 02D  se reduce  al caso de un sistema con sus electrones moviéndose a lo 
largo del radio medio del anillo cuántico interno (Figura 3.4 (d)). En consecuencia el proceso de 
ionización molecular: 02 2D D e
   , donde el 02D  pierde un electrón, se obtiene incrementando 
sistemáticamente el parámetro geométrico correspondiente al radio externo de la dona cuántica. 
Para hacer más evidente la continua evolución de la energía del 02D  hacia la energía del 2D
 , en la 
Fig.3.5  se ha graficado la energía de disociación  para el 02D  como función del radio medio 
externo 2R . Estas curvas obtenidas después de un gran esfuerzo y horas de computación se 
calcularon  para tres valores diferentes del radio medio interno: *1 01.0R a , 
*
1 01.5R a , 
*
1 02.0R a  y para un radio de la sección transversa fijo en 0.2 
*
0a .  
 
Figura 3. 5: Energía de disociación para la molécula 02D  en función del radio externo para tres 
valores diferentes  del radio interno: *1 01.0R a  (a), 
*
1 01.5R a (b),
*
1 02.0R a  (c). La línea 
punteada  corresponde a  la energía del complejo molecular 2D
 . 
De estas curvas es posible analizar el efecto del tamaño de la dona cuántica sobre la energía de 
disociación del 02D cuando el radio externo crece; observándose un decrecimiento en la energía de 
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disociación dado que la interacción  entre el electrón más externo y las impurezas donadoras 
disminuye, haciéndose más fácil el proceso de ionización 02 2D D e
   . 
De la Fig.3.5 es posible ver que todas las curvas presentan el comportamiento asintótico correcto 
cuando *2 020R a , pues todas  convergen a la energía de disociación del correspondiente sistema 
2D
 , la cual se ha denotado mediante una línea punteada pasando a través del valor de energía 
respectivo (triángulo negro)  cuando el 2D
  está confinado en el anillo cuántico interno. La energía 
de disociación para  el 02D  es altamente dependiente del tamaño de la anillo cuántico, pues a 
menor valor del radio externo mayor energía de disociación como consecuencia de la fuerte 
atracción entre electrones y donadoras. De esta manera cuando *1 01.0R a , la 
0
2( )dE D  es igual a 
*1.86 yR (Fig. 3.5(a)), cuando 
*
1 01.5R a  es igual a  1.28
*
yR (Fig. 3.5 (b)) y  finalmente para 
*
1 02.0R a  es igual a 1.0
*
yR (Fig. 3.5(c)). El comportamiento asintótico de la energía de 
disociación del 02D  hacia el 2D
  se puede tomar como una prueba adicional del proceso de 
ionización 02 2D D e
   , el cual es posible cambiando únicamente parámetros geométricos. 
Si la energía de disociación de la molécula natural 2H se coloca en esta gráfica, y un radio ficticio  
*
1 01.0R a  es asociado al electrón en la dona más interna, entonces nosotros podemos asociar un 
radio medio  externo de aproximadamente *04.0a  para el segundo electrón en el anillo cuántico 
externo. Hemos mostrado que con la variación de parámetros geométrico en un DCQD  es posible 
obtener moléculas con diferentes energías de disociación y longitudes de equilibrio. Estas 
moléculas artificiales son esencialmente diferentes de la molécula natural.  
Los efectos de la posición asimétrica de las impurezas y el tamaño sobre la energía del 02D  fueron 
también analizados para los dos primeros estados y cuatro posiciones de la segunda impureza 
donadora, *2 02.0a  (Fig. 3.6(a)), 
*
2 03.0a  (Fig.3.6 (b)), 
*
2 04.0a  (Fig.3.6(c)), 
*
2 05.0a 
(Fig.3.6 (d)), con la posición de la primera donadora en *1 02.0a  . 
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Figura 3. 6: Efecto de la asimetría en la  posición de las impurezas donadoras sobre la energía total 
del sistema 02D , para el estado base y el primer estado excitado. La primera donadora  permanece 
fija en *1 02.0a   y la segunda impureza es  ubicada en cuatro posiciones diferentes:
* * * *
2 0 0 0 02.0 ( ),3.0 ( ),4.0 ( ),5.0 ( )a a a b a c a d  . 
Para los estados más bajos reportados en la fig. 3.6  es posible concluir que la energía total para el  
0
2D  es  fuertemente dependiente de la razón entre los radios medios anillos cuánticos toroidales. 
Todas las curvas presentan un mínimo de energía, lo cual representa la posibilidad de tener el 02D  
en donas cuánticas como molécula estable. Estas curvas son el resultado de la fuerte competencia 
entre los términos repulsivos (interacciones coulombianas: electrón-electrón y donador-donador) y 
los términos atractivos (interacción coulombiana: electrón-donador), donde la anterior interacción 
es siempre mayor que la primera. El mínimo de energía es dependiente de la posición de la 
segunda impureza donadora y del estado de energía. De esta manera cuando más pequeña es la 
posición del  segundo donador más profunda es la curva de energía total. Esta es una consecuencia 
de que los electrones tienden  a ser  ligados por las impurezas y localizados en los lados opuestos 
de las respectivas donas cuánticas, adquiriendo una configuración electrónica  del tipo  Heitler-
London. La dependencia de la energía para el complejo molecular  02D  en función del radio 
externo  se presenta en la Fig.3.7 para varias posiciones de la segunda impureza donadora 
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* * * *
2 0 0 0 0( 8 ,16 ,32 ,64 )a a a a  . Para estas curvas se tomaron  fijos el radio de sección transversa 
*
00.2tR a  y la posición de la primera impureza 
*
1 02.0a  . De la fig. 3.7 podemos observar una 
marcada evolución en la energía del complejo molecular 02D   en función del radio externo para las 
cuatro posiciones 2  de la se segunda  impureza. Este comportamiento es el resultado  directo de 
una fuerte  competencia entre los términos de energía cinética y potencial en la ecuaciones (9-10). 
En consecuencia, cuando el radio externo 2R es cercano al radio interno  (
*
1 01.0R a ) y 
*
2 016a    
las energías del complejo molecular son siempre iguales e independientes de la separación entre 
impurezas. Lo cual se explica diciendo que el peso de la interacción entre las donadoras es menor 
que los demás términos en el Hamiltoniano (9-10). Sin embargo, cuando el radio externo 2R  se 
incrementa en forma sistemática las energías comienzan a decrecer alcanzando un valor mínimo a 
diferentes valores de   2R , 
0 *
2( ( ) 1.10 yE D R   para 
*
2 05.10R a ,
0 *
2( ) 0.98 yE D R   para 
*
2 06.90R a , 
0 *
2( ) 0.93 yE D R   para 
*
2 010.10R a ,
0 *
2( ) 0.87 yE D R   para 
*
2 014.6 )R a . En 
estos puntos la interacción Coulombiana atractiva predomina sobre la repulsiva, hecho que se 
evidencia en el signo negativo de la energía total del sistema 02D .  
 
Figura 3.7: Evolución de la energía total del sistema 02D  al sistema D
  por cambiar 
sistemáticamente la posición de la segunda impureza, manteniendo fija la primera en *02.0a  . 
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De la fig. 3.7 es claro que a menor separación internuclear menor es el valor critico de 2R  y más  
negativa la energía total del  02D , lo cual se debe a un incremento de la interacción del electrón con 
la segunda impureza donadora. 
Otro comportamiento interesante se observa cuando la primera impureza esta fija en el punto 
*
0(0,0,2 )a mientras la segunda impureza se aleja en forma sistemática. De esta forma los 
electrones son  obligados a moverse en sus respectivas donas cuánticas permaneciendo únicamente 
ligados por la primera impureza, lo cual permite tener el ión negativo de hidrogeno D . Este 
comportamiento se hace evidente para *2 064a   dado que las curvas de energía para el sistema 
0
2D  se aproximan de forma consistente a las del sistema D
 (línea punteada). El D  es obtenido 
cuando los electrones se mueven inicialmente en anillos cuánticos  concéntricos  y posteriormente 
una de las donadoras es alejada del sistema. El procedimiento  anterior deja el siguiente proceso 
molecular 02D D D
   . Donde el producto final es un D  en un DCQD y un D  lejos de los 
electrones.  
En este capítulo hemos empleado en forma consistente la AA para resolver la ecuación de 
Schrödinger asociada  a la molécula hidrogenoide  homonuclear 02D   fuertemente confinada en dos 
anillos cuánticos concéntricos y adicionalmente se presentaron dos  procesos de ionización, con los 
cuales puede observarse en imágenes congeladas la manera como ocurren los procesos de 
ionización  02D D D
    y 02 2D D e





4. Efecto de la presión Hidrostática 
 
4.1 Modelo en anillos de sección cuadrada  
 
El estudio de las propiedades ópticas y electrónicas de los puntos cuánticos en campos 
perturbativos externos magnético y eléctrico, han constituido un punto importante  para  los 
experimentalistas y teóricos. En los últimos años la posibilidad de someter estos sistemas a campos 
de presión externa , ha dado información relevante sobre la estructura de bandas [28] en  sistemas 
compuestos de los grupos representativos iii-v (GaAs-PGa), ii-vi (ZnS-CdS). Estos datos  
constituyen en la actualidad la base para  modelar teóricamente las  propiedades físicas de los 
cristales inmersos en campos de presión. 
Los QD’s sometidos  en un campo de presión hidrostática experimentan variaciones en sus 
propiedades físicas [29] tales como: la masa efectiva  *  em P , la constante dieléctrica    ,  P y el 
tamaño ( )L P  cuando la presión hidrostática P se modifica. Estos parámetros a su vez tienen una 
fuerte incidencia sobre los potenciales de interacción Coulombiana y de confinamiento, por lo cual 
las energías accesibles para las partículas confinadas en el sistema cuántico (QW, QR, QD, 
DCQD...) se ven modificadas. En este sentido el campo externo de presión nos permite  modificar 
en tiempo real propiedades ópticas, eléctricas y magnéticas, en una forma maravillosa a nivel de 
laboratorio. En la aproximación de masa efectiva, el Hamiltoniano dependiente del campo de 
presión para el complejo molecular   
  en InAs de la Fig. 2.1, es similar al presentado en (1), pero 
adicionalmente los parámetros  descritos se han  expresado de acuerdo a los modelos presentados 
por Barseghyan y colaboradores [30]. Es decir las variaciones en la masa efectiva  *  em P , la 
constante dieléctrica   P  y las dimensiones del anillo ( )jR P  y ( )h P  se han tomado 
respectivamente como: 
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Figura 4. 1: Molécula Diatómica homonuclear confinada en anillos cuánticos concéntricos bajo el 







3 ( ) 2( 0)
( ) ( 0) ( ) 1 38





m P m P f p
E P E P


   
          
 (13) 
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      Corresponde al band gap de energía en el punto gamma para InAs como una 
función de la presión hidrostática. En esta ecuación las energías se han tomado en eV y la 
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Donde (0)jR  corresponden a  los radios interno y externo en ausencia de presión;      es la 
dependencia de las dimensiones laterales con la presión. 11S  y 12S  son las constantes elásticas de 
InAs: 1.946 3x10  y -6.855 3 -1x10 Kbar  respectivamente. 
Con las definiciones anteriores el Hamiltomiano para el complejo molecular   
  se escribe como  
 
 ( ) ( ) ( , )T P V P V z    (16)
  
Donde los términos en la ecuación (16) corresponden en su  orden a la energía cinética, el 
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En las unidades adimensionales empleadas a lo largo de este trabajo  la energía cinética  

















   

  (18) 
 
El potencial de interacción Coulombiana      está en general determinado por una ecuación 
similar a la presentada en  (11),  multiplicada por el factor 2 ( )f p  que da cuenta de la disminución 
en la constante dieléctrica [31]  al aumentar la presión en el cristal. 
 
   ( ) 1, 2, 1, 2, ( 1, 2, )ee eD DDV P V r r P V r r P V P   
 
                           
2
12 2 12 1 1 2
2 1 1 1 1
( )
( ) k k k
V P
r rp rf r   
 
    
   
 
  (19) 
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Con base a la AA planteamos una solución por separación del movimiento radial y 
movimiento angular para (16), obtenemos una resultado  análogo a la ecuación (5), pero 
con los factores               asociados a las variaciones de la masa efectiva y la constante 
dieléctrica respectivamente.  
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Empleando la separación del problema (20) en coordenadas relativa y de centro de masa, 
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   
El problema asociado a la coordenada relativa lo resolvemos en términos del potencial efectivo 
( , )efU P  en forma numérica    el cual se obtiene como: 
 1 2 1 20 0 0 0( , ) ( )efU P g g V P g g   (22)


















De esta manera la energía total para el sistema en el campo de presión hidrostática se escribe 
como: 
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4.2 Complejo molecular   
  bajo el efecto de la presión hidrostática. 
En la Fig.4.2 se muestran las curvas de energía potencial efectiva descrita en la ecuación (19) para 
el estado base de una molécula diatómica homonuclear alineada entre dos QRs concéntricos y  de 
sección transversa cuadrada, como una función de la coordenada angular relativa   y tomando 
diferentes valores de la presión hidrostática. En estas curvas  se evidencia el carácter simétrico y el 
aumento de la profundidad cuando la presión incrementa. Esto se debe básicamente a que la 
presión reduce las dimensiones del sistema, lo que favorece la atracción entre electrones y 
donadoras, por encima de la contribución que hace la disminución en las dimensiones laterales, lo 
cual contribuye para que el nivel de energía en el pozo cuadrado baje y por ende la estabilidad 
química de la molécula se vea favorecida, ya que para su disociación el aporte de energía externa 
debe ser mayor. A medida que la separación entre impurezas crece la energía se hace cada vez más 
positiva  como consecuencia de la disminución de la interacción entre electrones y donadoras y a la 
posibilidad de que los electrones al estar confinados puedan en promedio acercarse más como lo 
predice el principio de incertidumbre. Así la energía potencial oscila entre -2.04  
  y -2.07  
  para 
P=0kbar y P=40kbar respectivamente. Los valores negativos en la energía potencial indican que 
para esa configuración de la Fig.4.2  prima la atracción entre electrones y donadoras. 
 
Figura4.2: Evolución del potencial efectivo con la posición angular relativa para tres valores  
diferentes de la presión hidrostática y una separación entre impurezas       : P=0Kbar (a), 
P=20Kbar (b) y P=40Kbar (c). 
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En la Fig. 4.3  se muestra la energía total en función de la separación entre impurezas   para tres 
valores de la presión hidrostática P=0, 20 y  40 Kbar. Estas curvas presentan una gran semejanza 
con la curva de energía para la molécula de hidrogeno natural (fig. 3.4(e)). De estas curvas se 
puede ver que independientemente del valor de la presión, la longitud de equilibrio es la misma. 
Sin embargo cuanto mayor es la presión mayor es la energía de disociación, ya que más profundos 
son los mínimos de energía. Estos valores oscilan entre -2.037  
  y -2.068  
  para P=0 y P=40 
Kbar respectivamente, los cuales son  más pequeños que el registrado para la molécula natural 
(Fig. 3.4 (e)). 
 
Figura4. 3: Energía total para la molécula 02D   en función de la separación entre impurezas para 
tres valores de la presión hidrostática y una separación entre impurezas       : P=0kbar(a), 
P=20kbar (b) y P=40kbar(c). 
Para conocer el efecto combinado del tamaño del anillo cuántico y la presión en la Fig. 4.4 se 
presenta la energía total en función del radio medio externo para tres valores de la presión 
hidrostática. En esta gráfica encontramos que las presentan un desplazamiento rígido de modo que 
la morfología de la curva no sufre cambio sustancial  al aumentar el valor de la presión, sin 
embargo la energía de enlace es altamente sensible a los cambios en la presión y al tamaño del 
anillo cuántico. Tenemos para una presión P=0kbar dE         
  y para P=40kbar dE         
  . 
La variación de energía entre ambos valores de presión  cae dentro de la precisión alcanzada por 
los instrumentos de medida actuales. 
 
















Figura 4.4: Energía total para la molécula 02D   en función del radio medio externo 2R  para tres 
valores de la presión hidrostática: P=0Kbar(a), P=20Kbar (b) y P=40Kbar(c). 
 
Para completar el análisis sobre la incidencia de la presión sobre el espectro energético de la 
molécula diatómica homonuclear, en la fig. 4.5 se presenta la incidencia del campo magnético 
sobre los primeros niveles de energía. Estas curvas corresponden a los valores de presión P=0, 
P=20kbar  y P=40 kbar respectivamente. Para comprender estas curvas es necesario volver a la 
ecuación (20), donde se encuentran dos términos dependientes del campo magnético. El primero es 
el término  paramagnético, el cual varía linealmente con el campo y el segundo es el término 
diamagnético el cual tiene una dependencia cuadrática con el campo. Para valores negativos del 
número cuántico M  la curva es lineal y decreciente, lo cual marca un predominio del término 
paramagnético, pero al incrementar el campo predomina el término diamagnético el cual es de 
naturaleza parabólica, haciendo  que la curva alcance un mínimo y luego crezca monótonamente. 
Este comportamiento  se observa para todos los valores de M negativos lo cual conlleva a una 
alternancia periódica del estado de mínima energía, dando lugar a las oscilaciones de Aharonov-
Bohm. 





Figura 4.5: Evolución de la energía para la molécula Diatómica homonuclear con el campo 
magnético para tres valores de la presión P=20Kbar (b) y P=40Kbar(c)), con radios medios fijos 
*
1 2 01.4R R a  , tamaño se sección transversa 
*
00.4tR a y separación entre impurezas 
*
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Un aspecto sobresaliente de estas curvas es que la presión no modifica la periodicidad de las 
oscilaciones, pues al comparar la posición de los mínimos  de energía para las diferentes curvas 
estos siempre  corresponden a los mismos valores de intensidad de campo magnético (fig. 4.5). El 
resultado anterior se debe básicamente al hecho de tener anillos muy estrechos, pero será evidente 
que para anillos de ancho considerable y comparable al radio medio, la presión modificará el 
periodo, pues el radio medio depende de la presión y es este el que determina el periodo de la 
oscilación. 
Para comprender como se afecta la profundidad de los mínimos en las oscilaciones  Aharonov-
Bohm  en la fig. 4.6 presentamos la energía total en función de la presión hidrostática el cual   
oscila entre *1.65 yR  y 
*1.77 yR  para 0P kbar y 40P kbar respectivamente. De acá 
encontramos que el mínimo es fuertemente dependiente del campo de presión lo cual es un reflejo 
del incremento en la estabilidad química del complejo molecular, debido a un incremento en la 
profundidad de la curva de  potencial efectivo de confinamiento experimentado por los portadores 
de carga. 
 
Figura 4. 6: Evolución de los mínimos de energía  para las oscilaciones Aharonov-Bohm en 






5. Efecto del campo magnético  
 
5.1 Complejo molecular   
  en presencia de campo 
magnético 
 
Considerando el modelo de la Fig. 3.1; para tener una idea de cómo afecta el  campo magnético la 
energía de disociación de los átomos artificiales, se han graficado los estados de energía más bajos 
como una función de los parámetros geométricos asociados al QR doble. En la Fig. 5.1 se ha 
graficado la energía de disociación para el complejo molecular 02D  en función del radio medio 
externo 2R  para  tres diferentes valores del radio medio interno 
*
1 0(1.0,1.5,2.0 )R a . De esta 
gráfica encontramos que la energía de disociación presenta una fuerte  dependencia del tamaño del 
anillo cuántico, siendo este efecto una consecuencia directa  de la contribución del término 
paramagnético en la ecuación  (8), el  cual acelera el proceso de disociación dado que este es un 
término de energía positivo. Para valores del radio medio mayores que *04.0a  , la pendiente de la 
curva es decreciente y aproximadamente constante,  mientras para valores menores que    
  la 
tendencia es como en la Fig. 3.5 para campo magnético cero, donde la contribución paramagnética 
permanece despreciable por corresponder a un término de orden dos. Para hacer más  evidente la 
permanente evolución en la energía de disociación a valores cada vez más cercanos a cero, en la 
fig. 5.2 hemos graficado la energía de disociación en una escala de 16 a 22 *0a . De esta curva 
tenemos que para un radio externo        
  la energía de disociación ha caído a    
       
  (Fig. 5.1(a)),           
 (Fig. 5.1 (b)),  mientras para un radio de        
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Figura 5.1: Energía de disociación para la molécula 02D   en función del radio externo para tres 
valores diferentes  del radio interno: *1 01.0R a  (a), 
*
1 01.5R a (b), 
*
1 02.0R a  (c) para una 
intensidad de campo magnético 0.1  . 
 
Figura 5. 2: Convergencia de la energía de disociación de la molécula 02D   para grandes valores del 
radio externo y tres valores del radio interno: *1 01.0R a  (a), 
*
1 01.5R a (b), 
*
1 02.0R a  (c) para 
una intensidad de campo magnético 0.1  . 
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Para una mayor evidencia del efecto disociativo que tiene el campo magnético,  en la Fig. 5.3 se ha 
graficado la energía total para la molécula  02D  en función de la separación entre impurezas  , 
donde se hace evidente como en presencia de campo los mínimos de energía se hacen cada vez 
menos profundos. De esta manera la energía de disociación    para       
  (Fig. 5.3(a)) en 
ausencia de campo corresponde a   =2.2   
  , mientras para       
  y con un parámetro 
      (Fig. 5.3 (b))   =2.18   
  . Un comportamiento interesante se observa cuando el tamaño 
del anillo cuántico incrementa a un valor del radio medio externo        
     =2.04  
  (Fig. 
5.3(c)) y     =1.78  
  (Fig. 5.2 (d)) para       y       respectivamente; lo cual valida una 
fuerte dependencia para la energía de disociación con la intensidad del campo y el tamaño del 
anillo cuántico, en consecuencia podríamos decir que    es la coordenada de disociación. 
  
 
Figura 5. 3: Energía total para el complejo molecular 02D  en función de la separación entre 
impurezas para dos valores del radio externo ambos con campo y sin campo magnético: *2 05R a (
0  ) (a), *2 05R a ( 0.1  ) (b),
*
2 010R a  ( 0  ) (c) y 
*
2 010R a ( 0.1  ) (d). 
 
En la Fig. 5.4 se muestra la continua evolución de la energía total del sistema   
  al variar 
únicamente la posición de la segunda impureza donadora con un electrón en el anillo cuántico 
interno  de radio       
 , mientras el radio medio externo para el segundo electrón  es cambiado 
en forma sistemática. Todas las curvas están caracterizadas por un mínimo de energía bien definido 
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el cual corresponde a la energía de disociación. La forma adoptada por cada una de las curvas es 
consistente con la dependencia cuadrática de la energía con el radio medio, cuando el sistema se 




Figura 5.4: Evolución de la energía total del sistema 02D  al sistema D
  por cambiar 
sistemáticamente la posición de la segunda impureza, manteniendo fija la primera en *02.0a . 
Una comparación con la energía de disociación para el complejo molecular 2D
 no se ha llevado a 
cabo dado que la presencia del término paramagnético, hace que para valores grandes del radio 
medio externo  las energías sean muy diferentes por la contribución a la energía rotacional, valores 
a partir de los cuales la molécula se comporta con un predominio del término  paramagnético.  
Los resultados presentados en este capítulo son consistentes con las ideas desarrolladas en la 
referencia [32], para átomos hidrogenoides dentro de campos magnéticos. De esta manera hemos 
mostrado como es posible  controlar la energía de disociación y la longitud de equilibrio de las 





Conclusiones y recomendaciones 
Conclusiones 
 
 El modelo desarrollado con base en la AA fue probado en sus casos limites cuando el 
tamaño de la sección transversa y el radio medio del anillo cuántico se hacen 
comparables, mostrando un comportamiento asintótico  correcto, lo cual constituye una 
prueba de que el modelo es versátil y permite reproducir puntos cuánticos de morfología 
esférica y tipo hilo.  
 
 Encontramos  que las energías de disociación y las respectivas longitudes de equilibrio  
del  complejo molecular 02  D  son  altamente sensibles a la separación entre iones, dada la 
fuerte competencia entre las interacciones atractivas electrón-donador y las repulsivas 
entre electrón-electrón y donador-donador, siendo posible obtener moléculas artificiales 
fuertemente confinadas más estables que las moléculas naturales. 
 
 
 El hecho de que el  campo de presión hidrostática mejora fuertemente la estabilidad 
química del complejo molecular 02D  en anillos cuánticos de InAs quedó  demostrado, 
dado que su efecto  favorece  las interacciones atractivas en el sistema, lo cual se reflejó 
en un potencial promedio efectivo más profundo y unos estados energéticos más bajos. 
 
 Mostramos que las transiciones moleculares desde el 02D  a iones negativos y positivos, 
por cambiar únicamente parámetros geométricos (tamaño del anillo cuántico) constituyen 





 El radio medio de los anillos cuánticos en los sistemas 02D  y D
 constituye un parámetro 
fundamental  para colocar a competir las términos paramagnético y diamagnético cuando 




El estudio de propiedades ópticas no lineales, así como el cálculo de magnetización y 
corrientes persistentes para los complejos moleculares analizados en este trabajo podría 
constituir un punto a desarrollar en algún trabajo posterior, dado que al momento 
conocemos los autovalores de energía para estados bases como para estados excitados en 


























Título Ponencia: On-Axis Hydrogen Molecule In Two Concentric Donut-Shape Quantum Rings. 
Autores: Diego A. Ospina Jairo H. Marín, M. Rincón F. (Sometido a publicación Revista 
Colombiana de Física) 
Evento: Congreso Nacional de Física. Bogotá-Colombia, 3-7 de octubre de 2011. 
 
Título Ponencia: Complejos de Lampert en anillos cuánticos concéntricamente acoplados 
Autores: Diego Arley Ospina, Jairo Marín Cadavid, Marlon Rincón Fulla 
Evento: Primer Taller Internacional de Materiales Nanoestructurados. Escuela de Ingeniería de 
Antioquia.14-15 Julio de 2011. 
 
Título Ponencia: Efecto Aharonov-Bohm en Anillos Toroidales Concéntricos 
 Autores: M. Rincón F. Diego. A. Ospina Fredy Rodríguez, Jairo H. Marín 









Título Ponencia: Hydrogenic complexes in double quantum rings. 
Autores: Jairo. H. Marín, Marlon Rincón F., Diego A. Ospina.  
Evento: 7th International Conference On Low-Dimensional Structures and Devices. Telchac-




Ospina-Londoño, D. A., Fulla, M. R., & Marín, J. H. (2013). Hydrogenic molecular transitions in 
double concentric quantum donuts by changing geometrical parameters. Superlattices and 



















[1] C. -h. Chiu, Z. Huang, and C. Poh, “Formation of Nanostructures by the Activated 
Stranski-Krastanow Transition Method,” Physical Review Letters, vol. 93, no. 13, p. 
136105, Sep. 2004. 
[2] M. Lampert, “Mobile and immobile effective-mass-particle complexes in 
nonmetallic solids,” Physical Review Letters, vol. 1, pp. 450–453, 1958. 
[3] L. G. and S. Y. C. L. Zhuang, “Silicon Single-Electron Quantum-Dot Transistor 
Switch Operating at Room Temperature,” Appl. Phys. Lett, vol. 72, no. 2, pp. 1205–
1207, 1998. 
[4] H. Akiyama, “One-dimensional excitons in GaAs quantum wires,” Journal of 
Physics: Condensed Matter, vol. 10, no. 14, pp. 3095–3139, Apr. 1998. 
[5] A. Lorke, R. J. Luyken, A. O. Govorov, J. P. Kotthaus, J. M. Garcia, and P. M. 
Petroff, “Spectroscopy of nanoscopic semiconductor rings.,” Physical review 
letters, vol. 84, no. 10, pp. 2223–6, Mar. 2000. 
[6] H. Pettersson, R. . Warburton, a Lorke, K. Karrai, J. . Kotthaus, J. . Garcia, and P. . 
Petroff, “Excitons in self-assembled quantum ring-like structures,” Physica E: Low-
dimensional Systems and Nanostructures, vol. 6, no. 1–4, pp. 510–513, Feb. 2000. 
[7] H. Hu, J. Zhu, D. Li, and J. Xiong, “Aharonov-Bohm effect of excitons in 
nanorings,” Physical Review B, vol. 63, no. 19, p. 10, Apr. 2001. 
[8] T. Chakraborty and P. Pietilainen, “Electron-electron interaction and the persistent 
current in a quantum ring,” Phys. Rev. B, vol. 50, no. 12, 1994. 
[9] A. Bruno-Alfonso and A. Latgé, “Quantum rings of arbitrary shape and non-
uniform width in a threading magnetic field,” Physical Review B, vol. 77, no. 20, p. 
205303, May 2008. 
[10] J. H. Marín, W. Gutiérrez, and I. D. Mikhailov, “An exciton trapped by an arbitrary 
shaped nanoring in a magnetic field,” Journal of Physics: Conference Series, vol. 




[11] L. Colletti, F. Malet, M. Pi, and F. Pederiva, “Quantum Monte Carlo study of few-
electron concentric double quantum rings,” Physical Review B, vol. 79, no. 12, p. 
125315, Mar. 2009. 
[12]  An exact diagonalization study,” D. C. Thompson and A. Alavi, “Two interacting 
electrons in a spherical box: Physical Review B, vol. 66, no. 23, p. 235118, Dec. 
2002. 
[13] S. Bednarek, T. Chwiej, J. Adamowski, and B. Szafran, “Artificial molecules in 
coupled and single quantum dots,” Physical Review B, vol. 67, no. 20, p. 205316, 
May 2003. 
[14] P.-F. Loos and P. Gill, “Exact Wave Functions of Two-Electron Quantum Rings,” 
Physical Review Letters, vol. 108, no. 8, p. 083002, Feb. 2012. 
[15] J.-L. Zhu, Z. Dai, and X. Hu, “Two electrons in one-dimensional nanorings: Exact 
solutions and interaction energies,” Physical Review B, vol. 68, no. 4, p. 045324, 
Jul. 2003. 
[16] M. G. Burt, “The justification for applying the effective-mass approximation to 
microstructures,” Journal of Physics: Condensed Matter, vol. 4, no. 32, pp. 6651–
6690, Aug. 1992. 
[17] M. B. and J. R. Oppenheimer, “Born Aproximation,” Ann. Phys, vol. 84, p. 457, 
1927. 
[18] I. N. Levine, Química cuántica, 5th ed. prentice Hall, 2001. 
[19] F. J. Betancur, I. D. Mikhailov, and L. E. Oliveira, “Shallow donor states in GaAs-
(Ga, Al)As quantum dots with different potential shapes,” Journal of Physics D: 
Applied Physics, vol. 31, no. 23, pp. 3391–3396, Dec. 1998. 
[20] M. R. Fulla, F. Rodriguez−Prada, and J. H. Marín Cadavid, Spectral properties of 
two electrons vertically coupled in toroidal quantum rings, vol. 49, no. 3. Elsevier 
Ltd, p. 252−257. 
[21] M. R. Fulla, F. Rodriguez-Prada, and J. H. Marín Cadavid, “Spectral properties of 
two electrons vertically coupled in toroidal quantum rings,” Superlattices and 
Microstructures, vol. 49, no. 3, pp. 252–257, Mar. 2011. 
[22] F. J. Betancur, W. Gutiérrez, and J. C. Piña, “Energy spectrum of on-axis negatively 
charged donor in toroidal-shaped ring,” Physica B: Condensed Matter, vol. 396, no. 




[23] I. D. Mikhailov, F. J. Betancur, R. a. Escorcia, and J. Sierra-Ortega, “Off-Center 
Neutral and Negatively Charged Donor Impurities in Semiconductor 
Heterostructures: Fractal Dimension Method,” Physica Status Solidi (B), vol. 234, 
no. 2, pp. 590–610, Nov. 2002. 
[24] J.-L. Zhu, J.-H. Zhao, W. Duan, and B. Gu, “D- centers in spherical quantum dots,” 
Physical Review B, vol. 46, no. 12, pp. 7546–7550, Sep. 1992. 
[25] S. Chandrasekhar, “Some Remarks on the Negative Hydrogen Ion and its 
Absorption Coefficient.,” The Astrophysical Journal, vol. 100, p. 176, Sep. 1944. 
[26] W. K. and L. Wolniewicz, “Potential-Energy Curves for the X 1Σg+, b3Σu+, and C 
1Πu States of the Hydrogen Molecule,” J. Chem. Phys, vol. 43, no. 7, p. 2429, 
1965. 
[27] F. J. Betancur, I. D. Mikhailov, J. H. Marín, and L. E. Oliveira, “Electronic structure 
of donor-impurity complexes in quantum wells,” Journal of Physics: Condensed 
Matter, vol. 10, no. 32, pp. 7283–7292, Aug. 1998. 
[28] J. P. and P. Bhattacharya, “Pressure-induced energy level crossings and narrowing 
of photoluminescence linewidth in self-assembled InAlAs/AlGaAs quantum dots,” 
APPLIED PHYSICS LETTERS, vol. 74, no. 11, pp. 1549–1551, 1999. 
[29] H. Akbas, I. Erdogan, and O. Akankan, “Hydrostatic pressure effects on impurity 
states in GaAs/AlAs quantum wells,” Superlattices and Microstructures, vol. 50, 
no. 1, pp. 80–89, Jul. 2011. 
[30] M. G. Barseghyan, A. Hakimyfard, a. a. Kirakosyan, M. E. Mora-Ramos, and C. a. 
Duque, “Hydrostatic pressure and electric and magnetic field effects on the binding 
energy of a hydrogenic donor impurity in InAs Pöschl–Teller quantum ring,” 
Superlattices and Microstructures, vol. 51, no. 1, pp. 119–127, Jan. 2012. 
[31] G. Samara, “Temperature and pressure dependences of the dielectric constants of 
semiconductors,” Physical Review B, vol. 27, no. 6, pp. 3494–3505, Mar. 1983. 
[32] K. K. Lange, E. I. Tellgren, M. R. Hoffmann, and T. Helgaker, “A paramagnetic 
bonding mechanism for diatomics in strong magnetic fields.,” Science (New York, 
N.Y.), vol. 337, no. 6092, pp. 327–31, Jul. 2012. 
[33] P. Harrison, Quantum Wells, Wires and Dots: Theoretical and Computational 
Physics of Semiconductor Nanostructures, 2nd Editio. John Wiley & Sons, 2005.  
 
 
43 Bibliografía 
 
  
 
 
 
